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INTRODUCTION 
En mkanique quantique, on associe h une fonction rbelle a(x, 5) sur R2” 
(appelke aussi symbole ou observable) une famille d’optrateurs non bomis 
not& Ah ou a’“(~, MI,), d&pendant d’un paramitre h > 0, et d&is par la 
quantification de Weyl: 
(a”‘(x, hD,)l))(x)= (217)~” je- a (y hr> lj(y)dy d{. (0.1) 
Cette formule a un sens si Ic/ est dans G(R”) et si a(x, 5) est C” et a un 
comportement polynomial a l’inlini, ainsi que toutes ses d&ivies (cf. HSr- 
mander [HS]). Au couple (a, t+G) tel que II/ & 0, on associe l’espkance de 
l’observable a(x, 5) dans Mat 1(1, qui dCpend elle aussi de h et est don&e 
par: 
(0.2) 
L’Ccart-type de l’observable u(x, 5) dand le m&me &at $ est 
dh(u, $) = W(x, AD,) ti - &@Y b/d 
11~11 
(0.3) 
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34 HELFFER ET NOURRIGAT 
Toutes les normes sont dans L*(R”). On considere, dans tome la suite de 
l’article, un systeme d’observables a,(~, r), . . . . up(x, [). L’incertitude totale 
dans la mesure des fonctions ui(x, <) dans l’ttat II/ & 0 peut Gtre detinie par: 
112 
f dh("j9 ti)* . 1 (0.4) j=l 
Notons que l’on a 
Dans le cas ou a,(~, r) =x, et a,(~, 5) = t,, le principe d’incertitude de 
Heisenberg nous montre que h < 2d,(u,, $) d,(u2, $) et, par consequent: 
On sait aussi qu’il y a Cgalite dans (0.6) lorsque $(x) = $Jx) = 
W - 14*/M. 
Par analogie avec (0.6), on peut se poser la question suivante: 
PROBLlbE 1. Soit e E 10, 1 [, fix& A quelle condition existe-t-i1 des etats 
*,,. (ou h, est une suite tendant vers 0) pour lesquels I’incertitude totale 
dh(tih,) est un infiniment petit par rapport a h; lorsque h, --, O? 
La propriett inverse Cquivaut a l’existence de constantes C > 0 et h,, > 0 
telles qu’on ait l’egalite suivante, generalisant (0.6): 
Ah($) > Ch” Vh E IO, hl, W E W”)\(O). (0.7) 
Lorsque les derivtes d’ordre 3 1 des fonctions uj(x, 5) sont bornees sur 
R*“, nous allons apporter une rtponse complete au problime 1. On abor- 
dera ensuite au $2 une situation plus gedrale. On peut supposer que 0 2 4, 
car, pour d < f, la reponse au probltme 1 est toujours positive comme le 
montre l’exemple ci-dessus. 
Si Z= (i,, . . . . i,) est une suite d’entiers compris entre 1 et p, on designe 
par a,(~, <) le crochet de Poisson it&e a = (a&,,) .. . (uduim_,)uim, et Ton 
pose )I[ =m. On note (ad S)g le crochet de Poisson {f, g} de deux 
fonctions. 
THBOR&ME 1. On suppose que to&es les dt!ri&es d’ordre > 1 des 
fonctions uj(x, r) sont born&es sur R*“. Soit CT E [+, l[. Les deux propriktb 
suivuntes sont tquivulentes: 
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(a) II existe C > 0 et h, > 0 tels que (0.7) soit o&ijZe. 
(b) II existe Cl >O tel qu’on ait: 
La condition (b) est trb proche de la condition de Hiirmander sur les 
champs de vecteurs, et exprime la non-commutativite des opkrateurs 
a(“(x, hD,). Le probleme 1 admet done une reponse positive si, et seulement 
st la condition (b) nest pas vtritite. Le cas extrGme est le cas integrable 
considere par exemple dans la these de D. Zoma [Zo]. Nous allons 
demontrer l’implication (a) =- (b), puis nous dtmontrerons la reciproque 
dans une situation plus gtnerale. 
Pour simplifier l’ecriture, nous omettrons la lettre w dans les formules 
analogues a (0.1). 
1. PREUVE DE L'IMPLICATION (a)*(b) 
On suppose que la propriete (b) n’est pas vtrifite. Pour tout h E 10, 11, 
on peut alors trouver (x,, [,,) E R*” tel que: 
ou r est le plus grand entier < (1 - o)-‘. Supposons, d’autre part, qu’il 
existe C> 0 et h,>O tels que (0.7) soit vtrifit. D’apris (OS), on en deduit 
que, pour tous h E 10, h,], t = (t, , . . . . t,,) E RP et $ E G(R”), on a: 
(1.2) 
En particulier, (1.2) est verifie pour tj = aj(xh, th). Soit x(x, <) une fonction 
reelle dans C?( R2”), Cgale A 1 dans un voisinage de 0. Posons 
X/k 5) = X(X - Xhr h5 - t/z) 
et appliquons (1.2) avec + = xL(x, O)f, ou f est une fonction tixie dans 
G( R”). Posons: 
X,(x, t, h) = h”- ‘x,zk 5) 
et, si 1 Gj<p 
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On peut Ccrire: 
oh l’operateur Rj(x, D,, h) est borne dans L’(R”), independemment de h. 
On dtduit done de (1.2) I’intgalitt suivante: 
n 
IIXO(X, Dx, h)fl12 G C 2 Ilxj(X, Dx, h)fl12 + C Ilfll’ (1.3) 
j=l 
pour tous f~ G(R”) et h < h,. Pour tout multi-indice (a, /.I), il existe 
C,, > 0 tel que l’on ait 
Ia; qqx, <, h)( < C,,h-‘f’@’ V(x, t) E R2n, Vh <ho 
pour j = 0, 1, . . . . p. Soit Q I’algbbre nilpotente libre B p + 1 generateurs 
yo, Y, 3 *..> Y,, de rang de nilpotence r + 1. Soit I la forme linbaire sur 8 
telle que 
I( Y,) = 1 et I( Yj) = 0 si 1 <j<p (1.4) 
et telle que I s’annule sur les crochets de longueur 22. On voit que: 
I( Yj) = lim h (‘-“)xj(xh, t/a/h, h) (O<j<p). 
h-0 
De m&me, si Y, est un crochet it&C des gtnerateurs de l’algtbre, de 
longueur 111 comprise entre 2 et r + 1, et si X,(x, 5, h) designe le crochet de 
Poisson correspondant des fonctions Xj(x, [, h) (0 ,<j< p), on voit que: 
lim h~‘~(1-6)X,(x,,, <,/h, h)=O=l( Y,). 
h-0 
(1.5) 
En effet, si 111 < r, cela resulte de (1.1 ), et si II) = r + 1, cela provient du 
fait que 1X,(x, r, h)l < Ch-’ et que (r + 1) (1 -a) > 1 puisque r est le plus 
grand entier < (1 - e) -I. 
Par consequent, la forme lintaire I est dans l’ensemble f ,+ , defini dans 
[NoI. 
Puisque I s’annule sur les crochets de longueur 32, on sait que la 
representation unitaire irreductible Z7, associee, selon la theorie de Kirillov, 
A la forme lineaire 1, est scalaire, et que Z7,( Yj) = iZ( Yj) (0 <<i < p). Puisque 1 
est dans Z, + 1, on sait d’aprts [No] que l’intgalitt (1.3) entraine: 
lr(yO)12GC E Il(yj)12. 
j=l 
Comme la contradiction avec (1.4) est tvidente, l’implication (a) * (b) est 
demontree. 
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2. G~N~RALISATIONS 
On va genbraliser le probleme 1 ou l’inegalite (0.7) de deux manieres. 
(1) On peut poser le probleme 1 en ne considirant que des etats $h 
dans un certain sous-ensemble C,, de G(W). Dans la suite, on considere 
une partie fermee K de RP et, pour tout h E 10, 11, on pose: 
(2) On ne suppose plus que les derivtes d’ordre > 1 des fonctions 
uj sont born&es, et l’on remplace cette hypothbe par les trois autres 
ci-dessous. On pose, pour tous (x, 5) E R*” et p E K: 
112 
mO(x? 5, PI= 
( 
,f lajtx, tl)-Pjl* 
) 
et m(x, t, p) = 1 + %(X, 5, P) 
j=l 
(2.2) 
On fait les hypotheses uivantes: 
(Hl) Pour tout multi-indice (a, /?) non nul, il existe C,, > 0 tel que: 
(H2) I1 existe un entier q tel que les derivees d’ordre >q des 
fonctions aj sont born&es dans R*“. 
(H3) I1 existe un entier r > 2 tel qu’on ait: 
m,(x, 5, p)‘+ 1 b,(x, a* 2 1 (2.3) 
2Clllsr 
pour tous (x, r) E R*” et fi E K. 
TH~OR~ME 2. Sous les hypothPses ci-dessus, il existe C > 0 et h, B 0 tels 
qu’on ait: 
A,,($)2 Chl-(I”) pour tout h E 10, h,] et pour tout JI E C,,. (2.4) 
Le thiorbme 2 contient comme cas particulier l’implication (b) =S (a) du 
thboreme 1, avec K= RP. Comme autre exemple, citons le cas oh K est un 
compact, et oh les +(x, r) et leurs d&ivies sont majortes a l’intini par des 
polynbmes en (x, 5) de degre q, avec l’intgalite suivante pour 1x1 + ItI assez 
grand: 
2 l”jtx9 t)l 2 c(lxl + 151)“. 
j=l 
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Remarque. Lorsqu’on considbre une famille d’etats ( tih) l’appartenance 
de $,, a z,, resulte souvent de proprietts de I’ensemble de frequence de $,,, 
introduit chez Guillemin et Sternberg [Gust] (cf. Cgalement [Cha], [Ro]), 
encore qu’il y ait quelques problbmes de contrble a l’infini. Supposons, par 
exemple, que tj,, soit une fonction propre d’un operateur pseudodifferentiel 
p(x, D,, h), et que la valeur propre correspondante, notee I(h), ait une 
limite & quand h + 0. 
P(X, hD,, h) tih = J(h) ti,, 
A(h) + ilo. 
Supposons aussi que p(x,,& h) soit un polyn8me en h 
P(X, t, h) = f hipj(x, 5) 
j=O 
et que, pour (x, <) assez grand, on ait po(x, 5) > C( 1x1 + ItI)“, avec C > 0 et 
E > 0. 
Designons alors par K un voisinage compact arbitrairement petit de 
l’enveloppe convexe de l’ensemble K. suivant: 
K,= {f=(f,,..., tpkR*, 3(X, 5kR2”, aj(X, l)= tj( 1 <j,< P), et po(X, 5) = no}. 
Sous certaines hypotheses suppltmentaires ur p, on montre que, pour h 
assez petit, $,, est bien dans l’ensemble z:h delini en (2.1). 11 suffit, par 
exemple, qu’il existe p > 0, et, pour tout multi-indice (~1, /?), qu’il existe 
C,, > 0 tel qu’on ait: 
FJS: q&(x, 81 ,<c,,u + IPo(X, OO(l + I4 + lwP(j+‘a+8’). 
On trouvera une etude de cette situation dans [HeRo 11, [HeRo 23 et 
dans [Ro]. 
L’existence d’une incertitude minimale d,J$,,) dans un ttat $,, peut aussi 
rbulter du fait que $,, est une fonction propre dun opkrateur adx, h D,) 
dont le symbole est un crochet de Poisson it&e des a](~, 0, la valeur 
propre Ctant assez grande: 
THBORBME 3. On suppose que les dPrivPes d’ordre 2 1 des fonctions aj 
sont borntes. Soit a,(x, 5) un crochet Poisson it&-k des symboles aj(x, <), de 
longueur )ZI 22. Soit 0 un Gel tel que 0<0< lZ](l + III)-‘. Pour tout 
h E 10, 11, soient $,, une fonction propre de l’opkrateur a,(x, hD,), et I(h) la 
valeur propre correspondante. Alors il existe des constantes C > 0 et C’ > 0, 
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ne dependant que des fonctions aj mais non de h ni de $I,,, telles qu’on ait, 
pour h assez petit: 
Le reste de l’article est consacrt a la preuve du theorbme 2. Celle du 
theorbme 3 est trb voisine et nous ne la detaillerons pas. 
3. UNE IN~GALIT~ 
Nous allons traduire dans le cadre pseudo-differentiel admissible (c’est-a- 
dire dtpendant du parametre h E 10, 1 ] un resultat de [BCN, FP] ). 
Si X est un optrateur antiautoadjoint dans L’(W) et a un reel dans 
]0,2[, on note D,(X) l’espace des f EL2(R") tels que: 
Rappelons que, si 0.~ c1< 1, D,(X) est un espace d’interpolation entre 
Or(X) et L2(R”), et que Or(X) est le domaine de X, sa norme Ctant 
Cquivalente a celle du graphe 
Ilf II O,(X) w II&If II + Ilf II. 
Soient bi(x, 5) (1 6 j < p) des fonctions reelles, C” sur R’“, borntes ainsi 
que toutes leurs derivtes. Pour tout h E 10, 11, soit B,(h) l’opkrateur 
(i/h) b,(x, hD,), et soit Y(h) une extension antiautoadjointe dun com- 
mutateur it&k des opkrateurs R,(h). Soient m la longueur du crochet 
correspondant, et cr un reel tel que (r > (m + 1)) ‘. La proposition suivante 
resulte de [BCN]: 
PROPOSITION 4. Sous les hypotheses ci-dessus, il existe C > 0 et ho > 0 
tels qu’on ait: 
(3.1) 
Pour tous f E G(R”) et h E 10, ho]. St’ les symboles bj(x, 5) dependent de 
divers parametres, mais sont born& sur R’” ainsi que toutes leurs derivtes 
independamment de ces paramttres, il en est de m&me de la constante C dans 
(3.1). 
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4. hEUVE DU TI-Il?OR~ME 2 
Les hypotheses (Hl) et (H2) entrainent l’existence de C > 0 tel qu’on ait: 
NV, % PI G cw, r, PL)(f + IY - Xl + Iv- 51)” (4.1) 
pour tous (x, <) et (y, q) E R'", et p E K. D’aprbs l’hypothese (Hl ), il existe 
C > 0 tel qu’on ait 
si (x, 5) E R2" et II) < r. Par consequent, il existe a > 0, tel que, pour tous 
(x, 5) et (y, q) dans R2" et pour tout p E K, les inigalitts ci-dessous: 
~,(x, 5, P) G 1 
entrainent les suivantes 
et ly-x12+ l?-tlZ<a2 (4.2) 
hb, rt, P) -mh 5, Pu)l G f (4.3) 
IdJs ?I - d4 01 G 1/4N WI G r) (4.4) 
oti iV est le nombre de crochets a, tels que 111 < r. 
On peut trouver (cf. Hormander [Ho]) des suites de fonctions rielles 
#,, 8, et Ic/, (vEN) dans C;(R"') ayant ies proprietb suivantes: 
(1) 4, = 1 sur le support de 0,, et 13, = 1 sur le support de I/I,. 
(2) Pour tout multi-indice (a, j?), il existe C,, > 0 tel qu’on ait: 
(4.5) 
et de mCme pour les fonctions 8, et 4”. 
(3) On a, pour tout (x, <) E R2" 
“FN $Y(XY o2 = 1. (4.6) 
(4) Le diametre du support de 4, est <a, oti a est la constante qui 
apparait dans (4.2), (4.3) et (4.4). 
Pout tout h > 0, soit g, la forme quadratique suivante sur R2" 
dY9 r)= I.Y12+h2 lv12. 
Si H, et H, sont deux espaces de Hilbert, et si ph(x, 0 est une fonction 
strictement positive sur R'", pouvant dipendre du parametre h E IO, 11, on 
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note, suivant [Ho], S(p,,, g,, H,, Hz) l’ensemble des familles a,(h E 10, 1[) 
de fonctions C” sur R2”, a valeurs dans l’espace 2(H,, H2) des 
applications lineaires continues de H, dans H,, telles que, pour tout multi- 
indice (a, b), il existe C,, > 0 tel que: 
pour tous h E 10, l] et (x, 5) E R2”. 
L’inegalitt (4.1) entraine que la fonction suivante 
mh,p(x, 0 =4x, h5, cc), he IO, 11, PEK (4.8) 
est, selon la terminologie de [Ho], G. g,-tempkrte, et les constantes dans 
les inegalites qui expriment cette propritte sont indtpendantes de h E 10, l] 
et p E K. On peut done appliquer aux classes S(m&,, g,, H, , H2) (o! E R) les 
rbultats usuels du calcul pseudo-differentiel. Par exemple, si ah (h E 10, 11) 
est une famille dans S( 1, g,, H, , H2), l’operateur, a(x, D,) est borne de 
L’(R”, H,) dans L’(R”, H2), avec une norme bornee independemment de 
he 10, 11. 
En particulier, la suite de fonctions JI,(x, ht) (v E N) detinie ci-dessus 
peut &tre considtree comme un symbole dans S( 1, g,, @, I’), oti ,I2 est 
l’espace de Hilbert des suites de carrt sommable. On deduit de (4.6) 
Kgalitt suivante: 
,,T~ 4,(x, AD,)* +y(x, hD,) = I+ hR(x, Dx, h) 
ou R(x, t, h) est dans S( 1, g,, 6), @). Par consequent, on peut Ccrire: 
“FN IlIcIv(x, hDx)fll’= (1 + 0th)) Ilfl12. (4.9) 
Pour tout v E N, on choisit un point arbitraire dans le support de rj,, et 
on le note (x,, r,). Pour tout ~1 EK, soit I&,(p) l’ensemble des indices v E N 
tels qu’on ait: 
PROPOSITION 5. II existe C > 0 tel qu’on ait: 
c lItiv(x, hD,)fl12 GC i Il(aj(X, hDx)-Pji)fl12+ CA* Ilfll’ 
VE &dPl j= 1 
pour tousf~G(R”),h~]O, l] et ,ULEK. 
(4.10) 
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Dtmonstration. On pose: 
&(x9 0 = ti”(X, 5) sivE&(~)etIJ,(x,~)=Osinon 
et, de meme: 
I 
$,(x9 5) 
aj(x, 5) - Pj 
Pj,“(XY 5, P) = mdx, L PU)’ 
si v E E,(p) 
0 sinon. 
On peut &ire: 
(4.11) 
D’aprbs (4.3), on a m,(x, 5, ZA) 2 $ dans le support de ey et, par consequent, 
la famille de suites de fonctions pjv(x, h<, p) (h E 10, 11, v E N) est dans la 
classe S(m,$ , g,, a=, I*) definie ci-dessus. L’hypothbe (Hl ) entraine que la 
famille de fonctions (aj(x, &)-ZQ) (ZZE 10, 11) est dans S(m,,+, g,, @, C). 
Toutes les semi-normes C,,, dans les inegalitts analogues a (4.7) qui 
detinissent ces classes, sont independantes de ,U E K. Par consequent, on 
deduit de (4.11) l’egalite suivante: 
$v(& hD,) = f Pjv(x, hD.x, P)(aj(x, hDx) -Pi) + hRv(x, D,, h, P) 
j=l 
oti la suite R, est dans S( 1, g,, @, Z*), d’ou l’on dtduit 
& lIRv@, D,, hv cl) fll* G C lIftI* 
avec C independant de h, p et f: On a aussi (avec un autre C > 0): 
La proposition 5 se deduit facilement des trois points ci-dessus. 
Pour tout I tel que 2 < IZIG r, et pour tout ZJ E K, soit E,(p) l’ensemble 
des indices v E N tels qu’on ait: 
mdx,, 5,, P) G t et la,(x,, 5,112 WN (4.12) 
ou N est le nombre de crochets a tels que 111 < r. D’apres l’hypothbe (H3), 
on voit que: 
Iv = u ~,(~)U&(P). (4.13) 
2<lll<r 
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Pour tout vie,, posons: 
Qx, 5, PL, v) = h(x, t)cQj(& 0 - .$I. (4.14) 
Soit B#, v, h) I’operateur (i/h) bj(x, AD,, p, v). Soit 0, un reel tel que: 
1 1 
1+ I4 
<.r<fl. (4.15) 
PROPOSITION 6. II existe C > 0 et h, > 0 tels que l’on ait: 
k2”” Ilev(x, hD,)fll* Q C i llBj(p, v, h)fll’+ CK2” llfll’ (4.16) 
j= 1 
pour tous h E 10, A,], f~ G(R”), v E E,(p), et p E K. 
DPmonstration. D’apres (4.3) et (4.12), on a m,(x, 5, FL) < 1 dans le sup- 
port de 4,. Par consequent, d’aprts (Hl), pour tout multi-indice (a, /3), il 
existe C,, > 0, independant de p et v E E,(p) tel qu’on ait: 
Ia; qbjcx? 5, PL, VII G c,, V(x, t) E R2”. 
Soit b,(x, 5, p, v) le crochet de Poisson des fonctions bi(x, e, p, v) qui 
correspond a l’indice I, et soit Y,(x, <, p, v, h) le symbole du commutateur 
it&e Y,(p, v, h) des opkateurs B& v, h) qui correspond a ce m&me indice. 
On a, d’apris le calcul pseudo-differentiel: 
I Y,(x, 5, PL, v, h) + (i/h) b,(x, h5, P, VII d c 
oti C est independant de tous les paramkres. Dans le support de tI,, on a: 
b,(x, r I.4 VI = a,(4 t3 
done, d’aprb (4.4) et (4.12) 
Par consequent, dans le support de 0,(x, h), on a: 
I Y,(x, <, ,u, v, h)l 2 (1/4Nh - C) 2 1/8Nh 
si h est assez petit. On en deduit l’estimation elliptique: 
h-2 II~“~~~~~.~~fl12d~II~,~~,~~~~fl12+~ Ilfll’=c lIfII&,). 
D’autre part, on a: 
ll~“(X, mJfl12 d c IlfI12. 
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Par interpolation, on en deduit que: 
h--2”1’ II e”(x> hD,) fll 2 G c llfll Lliln( Y,). 
Les hypotheses de la proposition 3.1 etant vCri!iCe, on peut majorer le 
membre de droite grace a (3.1), ce qui dtmontre la proposition 6. 
PROPOSITION 7. Si I est un indice tel que 2 < 111 < r, il ex@te C > 0 et 
ho E 10, 11 tef qu’on ait: 
h -2/lJ c I14ux>~~xLfl126C~-2 -f II~~~~~,~~,~-~~i)fl12+~Ilfl12 
“E EI(P) j=l 
(4.17) 
pour tous h E 10, h,], f c G(P) et ,U E K. 
Dkmonstration. Pour tout VEE~P), on applique l’inegalite (4.16) en 
remplaqant f par g= $, (x, hD,)S, puis on ajoute les inegalitts obtenues. 
Nous allons dtmontrer les deux inegalites suivantes: 
“FN II (I- 0,(x, hD,J) Ic/vb, hDJ fll’ G a2 Ml2 (4.18) 
“.C,,, IIBjh VY h) IcIdX, hDx)fl12 GChp2 II(aj(X, hDx)-Pji)fl12 
+ c IV-II 2 (4.19) 
ou C est independant de h, fet Z.A. La proposition 7 s’en deduira facilement, 
car le dernier terme avec hMzbJ en facteur peut disparaitre pour h assez 
petit, puisque fs, < l/111. 
Preuue de 4.18. La suite de fonctions $,(x, h<) est dans S(l, @, Z2), la 
suite 1 - 19&x, h<) est dans S( 1, g, I’, Z2), et les produits de ces fonctions 
sont nuls. On en deduit que: 
(1 - Rr(x, hD,)) +,4x, hD,) = hR,(x, D,, h) 
ou R,(x, 5, h) (vEN) est dans S(l, g,, C, Z2), d’oti I’on deduit (4.18). 
Preuue de (4.19). On definit des suites de fonctions: 
iJ”(X, 0 = +“(x? 5) si v E Ekp), et tJV(x, 0 = 0 sinon 
et de m&me pour 4,(x, 5). Posons aussi: 
$Cx, 5, ~1, v) = iTk 5)(aj(x, 5) - & 
cj(x9 59 I4 V) = $v(& t)(aj(Xy t) - Pj(i). 
(4.20) 
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On a, puisque 4” = 1 sur le support de tiy : 
cj(x, h5, P3 v) = ajCx, htJ9 I4 v, $vfxt ht). (4.21) 
On remarque que la suite de fonctions $“(x, h) est dans S(m,$, g,, @, 12) 
et que la suite b,(x, h<, CL, v) est dans S( 1, g,, @, Z2). On deduit done de 
(4.20) et (4.21) les Cgalites suivantes: 
ou les suites Rj et RJx, <, p, v) (v E N) sont dans S( 1, g,, @, f2). On en 
deduit que: 
C II’J’v(Xv hDx)(aj(x, hDx)-Pji,f-hj(x, hDx, ~9 V) $y(x, hDx)fl12 
y E El(P) 
f a2 Ilfll’ 
et l’intgalite (4.19) s’en deduit facilement. 
Fin de la dPmonstration du thkorime 2. D’apris (4.9) et (4.13) on peut 
tcrire, si h est assez petit: 
Ilfll’Q C c II$v(x, hD,)fl12 
YE EO(P) 
+C c c IIIcIk hDx)fl12. 
2<lIl<r VEiwl) 
En utilisant les propositions 5 et 7 pour majorer les sommes du membre de 
droite, on obtient: 
hze2” llfl12GC f, Il(aj(X, hDx)-PjLi)fl12+ Ch2 llfll” 
j=l 
pour tous h E IO, h,], fe G( R”) et p E K. En choisissant ho assez petit, on 
peut supprimer le dernier terme (et changer la constante C), et on en 
deduit bien (2.4) pour tout $ E Z,,. 
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